Capitulo 1
Algebra Matricial

1.1. Concepto de matriz

Una matriz es una disposicion rectangular de mimeros pardmetros o variables y que tienen una
ordenacién en filas y columnas.

Ejemplo 1.1

6 -8
| == 4 8 |. WA
B [ Y — 2 jl’ bA 4 0
9 =N
En general: A

a; a2 - Qn

gy G2 - G2
A . i) = (ay)

Qm1 Am2 " arrm:‘.1

Donde: (a;;) = elemento genérico.
"i"(1,2,...,m) = Es el primer subfndice y se refiere a la Fila.

1
"in(1,2,...,n) = Es el segundo subfndice y se refiere a la Columna.

4
s

1.2. Dimensién u orden de una matriz

Es un par ordenado de mimeros naturales, donde el primer elemento del par indica el mimero
de filas que tiene la matriz, y el segundo componente del par indica el mimero de columnas que
posee la matriz.

Asf por ejemplo la dimensién o el orden de las anteriores matrices son:

cF
Orden B =(2,3)=(2x3)
Orden C = (4,2) = (4 x2)
cr

Generalizando: Orden A = (m,n) = (m x n).
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1.3. Igualdad de matrices

iguales 81y s6lo si; tienen el mismo orden y ademds si los el
) LEITds S o €liernerntc

Dos matrices son '
jcion en ambas matrices son iguales.

ocupan la misma pos

S los:
En sfmbolos ler. orden A =Qrden B
A=B '
2do. a;j = bij', Vi, j

= 0

1.4. Operaciones con matrices

1.4.1. Suma de matrices

La suma de matrices del mismo orden, es otra matriz que tiene la misma dimensién y cuyos
elementos se obtienen sumando sus elementos correspondientes de esas matrices. . y cuyos

"Matrices con distinto orden no se pueden sumar, porque no estdn definidas".

Es decir: Si tenemos las matrices:

Apz = (a5);  Bpz = (b;)

d0'a
Eatancefd + B = (ay) + (bi) = (aij + biz) 5
Desarrollo: Son
a1 @12 b1 bz ayr + b ax + bo J ]
a
A+B=| an a2 |+ bor b2 | = | az1 +bxn a4+ by 3 'c,
a3 as2 bay baz a1 + bz asz + ba

Propiedades
La suma de matrices cumple con las propiedades de:
1. Conmutativa: A+ B = B+ A.
9. Asociativa; (A+B)+C=A+(B+ )

1.4.2. Resta de matrices

La resta de dos matrices de igual orden, es otra matriz de igual dimensién, cuyos elementos se
obtienen restando sus elementos correspondientes de las matrices considerados como minuendo y

sustraendo respectivamente.
“Matrices con distinto orden no es posible restar porque no estan definidas”.

En sfmbolos: Sea las matrices:

ci1 C dinw @
o= (2 )P = (0 )

Entonces: C' — D = (¢;) — (dij) = (¢ij — dij)-

Desarrollo:
C—-D= ( €11 C12 ) _ di dia _ ey —din €12~ dyg
€21 Cag dyy  dog Cgp — day €22 — daa




Jas matrces:

1.2 Dadas

‘ Zjemplo
-6 7 10 —11

A= 9 5 | B = -4 6 o —8 4

. 7 -8 7 9

4 3

13 -6

12 "10 5 — [

D ( _8 3 _ ) E_' -9 T T e —18 5
(‘L,".‘f {342 —-12 5 4 -7

+B,b)

) Apay + B2 = Estd definida

Calcular: a) A

Desarrollo: a

+ Cpzy = Noes posible porque son de distinta dimension.

b) Ba
— Dy = Es posible.

c) C(&g}

7 -9 3

1.4.3. Multiplicaciéon escalar

Se llama escalar a todo numero real o complej

letras griegas: @, 3, A-
un escalar por una matriz de orden (m x n), es otra matriz de

-9
3 )

B+C ¢} Cr 8 d) F-C,e)D-Eyf)(A+E)+B=A+(E+ B).

C—D=(—8 4 —6)_(12 —10 5)_ 20 14 -11
= 3 = _(15 —12 5)//

0. A los escalares se representan mediante las

Por definicién, el producto de
btienen multiplicando el escalar por cada uno de los elementos

igual orden, cuyos elementos se O
de una matriz.

En simbolos:

; a1 a2 @

Sea el escalar “a” y la matriz: A = 1 12 713 ) Entonces:
az G2 23

a-A=a(a“ S0 4 ERR] =g Dl Q12 03
a1 G2 0423 aag OClgy Olg3

Ejemplo 1.3 Sean los escalares o = -2yfB= 3 y las matrices:

-9 5
-3 5 -9
G= . —
(4 > 7),H— 15¢€ =6
s -3 2
Caleular: a) o -G, b) B+ H, ¢) (af) G. ’ ut
Desarrollo: b)
10
o -9 5 —6 3
pa=2115 -6 |=[ 10 4
-3 2 _o 2]
3
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ff’ propiedades
1 Conmutativa: aA= Aa.

2. Asociativai

99. (AE) = (a'A) E.
3. Distributiva:
= G'A + /\‘4

31 (a+N4
= aA -+ O'E-

32 a(A+ E)

matrices
B se define 1ini
y e unicamente cuando el mimero de columnas de

Multiplicacién de
riz B; es decir si la matriz A es de orden (m X p)

1.4.4.
La multiplicacion de las matrices A
i 4] niimero de filas de la mat

la matriz A es 18U
ls matriz B debe ser de orden (p X n).

En simbolos:
JAxB&e A= a;;) = orden pr- ==th) =
( .7) (7717« I? A B (bu) = orden (f) >q }1)
Luego: C = (cij) = A X B. (m,n) |
btener los elementos de 1a matriz producto "C"; se multiplica cada fila d
y : ada fila de
a de una suma de productos.

Significa que para O

A por todas y cada una de las columnas de B; vale decir que se trat

Sean las matrices:
A:(au 012 \. p_— bin b2
as Gz ) bar b2
Luego:

SR o % ( a;; 012 by bi2
ag1. 422 ba bao
o = ( aqbin + Giaba  a11biz +a12ba
agibyy + Ggobar  a21bi2 + az2b

Ejemplo 1.4 Dadas las matrices:
2 =7

4 (-4 65
( 3 -2 6 ) B=| -4 6
5 =3
b= =2 1T § =7
5 ( ? ‘6) = ( 6 8 )
eterminar si las siqui
guientes operaci :
b)CxA, ¢)DxB,d)CxDy e)wzef( gtdﬂ definidas y efectuar el producto posible: a) C X B,



No estd definida, porque 1o cumple la condicion

Desar yollo:
a) Can ™ x Ban ~ Es wosible:
e < ALY TR
—8‘ 7""0 —4 %j{')
s = (o S K ASN
_8/( »4)+(7)() —8(6) +(7)(—2) —8(5)+(7)(6
oxA = a9+ —6)(3) 9(6) +(=6)(=2) 9(5)+(—(6;§6§)
32 +21 _48 — 14 —40+ 42 53 —62 2
CxA = (,3(5;18 54+12 45—36 :(_54 66 9) 2
1.4.5 Propiedades
1 Conmutativa:AxB?’éBXA

2. Asociativa (A X B)xC= Ax (BxC)
3. Distributiva:

31. Ax(B+0)=
+(C x A). (a Derecha)

32 (B+C)xA= (B x A)

1.5. Matrices especiales

Ge tienen las siguientes:

Matriz cuadrada

1.5.1.
Es toda matriz que tiene el mismo numero de filas y de columnas
En simbolos: '
a;; a2 0 Qin
Ann) = An = o s St
Qn1 Qn2 " Cnn

. . - .

sus dos subfndices iguales, es decir: a1, G2z, * -
)

13..

-4 6 8

Ejemplo 1.5 A3,3 = A3 = 9 2 T
9 8 1

v ]



; nte
. _aad IMPO’ matri rada pe
Prop“?d‘ll &l ~ducto de una llld,lI‘l"Z cuadi <_ul<1 por una matriz identidad. cun
5 rofiere a que Ao s ig\lﬂl a la matriz dada inicialmente AN
w o a '

n[ V<

=I,,X7A_,l-_-

——

1.5.5 MatriZ idempotente
i da consti
J atriz cu? Ta
IS/'ziaﬁlf]ilca que: /in es idempotente o A
i >:

tuye ser matriz idempotente, si iesi
y g P e, si y solo si es igual a su cuadrado.
.

que la matriz siquiente s idempotente:

2\ “2odi

Matriz involutiva K

Ejemplo 1.9 pemostra’

1.5.6.
Una matriz cuadrada se denomina matriz involutiva, si y solo si su cuadrado es ) » la
ijdentidad.
involutiva < A2 =1,.

En sfmbolos: A, es

que la matriz siguiente €s involutiva:
2 1 )\JEA\C 1/

1.6. Transposicion de matrices

Ejemplo 1.10 Demostrar

La transpuesta-de una matriz A de orden (m X n) es otra matriz de orden (n X m),
elementos se obtienen cambiando filas por columnas o viceversa. o
En sfmbolos: ’
a;; @2 0 O

a1 G2 0 Q2n

A(mxn) =
Am1 Qm2 " Omn
Su transpuesta sera:
ann a2 o Gml
¢ gy ag2 -+ @
A(uxm) e b2

(11.,1 0,2,"' « o a‘nzn



Halla? la f,mn.‘ipur:.qtn, de
1 Hait®

aamplo BT |
Ejeml L
A= o 5 0
AR Y\
C e s
donde 1o pranspuest de la matriz “E serd:
De donc
7 -4
5 3 .
Ewn=| 9 -8
5 —3
Propiedades Se tienen Jos siguientes:
2 (OtA)t — adA
3 (AXB) -”—‘BtXA‘
4. I! =In
5. (A) =4

1.7.

1.7.1. Matriz simétrica

Una matriz cuadrada es

En sfmbolos A, es simétrica < A= 1D,

Ejemplo 1.12 Demostrar que la matriz

1.7.2. Matriz antisimétrica

Una i isi i
matriz cuadrada es antisimétrica, si es igual a la opuesta

Es decir:

7 EEQX/") = [i‘, = (

Matriz simétrica 'y antis

los malrices siguicnbes:

7~
| -6 3
E=| 4 g
5 =3

7 6 9 B '
Wi 3 -8 _-—3

imétrica

simétrica si es igual a su transpuesta.

siguiente es simétrica:

de su transpuesta.

A, es antisimétrica & A, = —A}

“L
os elementos de la dis
8 de la diagonal princip: ' . - .
& principal de toda matriz antisimeétrica son nulos™.

8




. iginétrica:
que la matriz siquiente €3 antisimetr

/ Bjemplo 1.13 Dcmostrar |
| 0 "2 3 ! ,{ ( ¥ 1
As=[2 0 4 S O B
-3 -4 0 5y Y
propiedades:
rica.

sta, es una matriz simét

1. La suma de toda matriz cuadrada y de su transpue
% & , g

o 1 AP
+ Al = Es simétrica.

En simbolos: An
trica.

2. La diferencia de toda matriz cuadrada con su transpuesta, es una matriz antisimé
- R Lo 2 o

Es decir: An — Aty= E8 antisimétrica.

3. Toda matriz cuadrada se puede descomponer como suma de una matriz simétrica y de una
matriz antisimétrica.

(An + AL) + 3 (An = 42)

DO =

En simbolos: An =

Ejemplo 1.14 Dada la matriz siguiente, descomponer como suma de una matriz simétrica y an-

tisimétrica:
—-4 6 —T
Al = Q —1 3
-5 8 11

1.8. Ecuaciones matriciales

Sean las ecuaciones lineales siguientes:

1171 + 1222 = 1
011 + A22T2 = Y2
a31Tq + a320To = Y3

Este sistema de ecuaciones es equivalente a la ecuacion matricial siguiente:

ApnXen =Yse

Es decir:
apy a2
o n
Gz1 G2 =1 Y

)
az1 a3 Y3
Por tanto, se puede afirmar | pr ; i '
uede que el producto de una matriz dada por una matriz colunmna, se

obtiene como resultado otra matriz columna.

Ejemplo 1.
Jemp 15 Hallar los elementos de la matriz incdgnita X,  en las ecuaciones matriciales

stqurentes:



-3 4 -2 0 :
) 4 = 6 —6 \
s (2 ())X(U -_A) - (x 4 )
3 4 Yy -2 0 6 —6
g 0 z t 0 -4 8 —4 >
g 4R —31/4-415)(—2 0 ) 6 —6
( 9z 2y g =4 8§ —4
6x — 8z 12y — 16t 6 —6
—4z —8y -~ o\ 8 -4

entes y formando sistemas por columnas:

(1) { 12y — 16t = —6

us elementos correspondi

lando $
ITgua 11”1) 6z — 84 = 6 -
| @ {'4‘”8 = Em
Reemplazando €n (1)

Sustituyendo €" (1) ]
6 12 (-—) — 16t = —6
J N 12 (~1)
_8z =18 ("'1) —-16%—— B
9 b=
z="—7
4 2 L
| _9 =
Por tanto: X = 9 _‘Zj e
T4 4
_3 4 2 —6 ) _ L4402 )
b)X( s AJ\3 B =
0 —4 —5 2. 4 -3 .
Cj(ﬁ o)X(o —3)’(6 /) .. Y
5 =1 2 =4 X < i \/qv” e \f ‘/’\\'Txkly_:!‘ ol
d) -3 4 6 —4 —a 1 "\“ e g \‘; )" \15c10z A9Y+404
O —‘2 6 0 3 "_'6 - '_2 4. ) (\X~621 Y -0 qQy -6t- ) 10
J (5 3 )X(O ,—2)+ ( -5 4 —\ —6 3 ) ( 45%-10Z=3¢ sy A0tz | 6
S§o 0K te0r - <UE FARY + ot o0
) K- GuLs AT PR - O+

1.9. Inversién de matrices

matriz A es encontrar otra matriz denotada por

Dada una matriz A, se afirma que invertir esa
a derecha e izquierda sea igual

A~Y; de tal manera que el producto de la matriz A por su inversa,

a la matriz identidad.

Es decir: A, - A=A Ay =1,

El problema de la inversién de matrices corresponde
cuadradas, es decir que tanto la matriz A como su inversa

nicamente al campo de las matrices
deben ser cuadradas.

1.9.1. Matriz singular y no singular
inante es igual a cero,

Una matriz
Cu& ¢ £ a ' . %
drada A, se denomina matriz singular cuando su determ
ferente de cero,

es decir |A| = 0; :
y const, : . i .
es decir |A| # O., ituye ser matriz no singular, cuando su determinante es di

10




esarTollo:
> e encontmmos el de

a =7

1A = 11 #0

De donde la matriz

Asgimismo:
|B| =
Bl = 0

Entonces la matriz

1.9.3. Propiedades

Se tienen las siguientes:
. (AxB)'=B7!x Al
(A = A

[u—y

= W N
T
o
I
—
2

A es no singular Y tien

1
AL N
& 11

(

16 H
~15 —10
= 5 = . —
- (g

-6 5
-7 4

B es singular y mo tiene inversa.

11

inversa; mientras que las matrices singulares no

na matriz de orden (2 2 2)

”~
il . es tienen
! patrices no S0 ular
Todas 128 T
ipversa- .
v Ko para pallar la mversa de u
orm
192 F (a ; )
Gea 12 matriz A= N cp(;lr.
a .
gy invers? estart 4 Al = X ( d
|A| \ —¢
a E —ad— be
Donde: |Al ‘?(d
gjemplo 1.16 allar lo inversa; existe de las matrices giguientes:

8

-6

terminante de la matriz A, es decir:

3| - (- H@=n

¢ inversa. Aplicando la férmula:

)

‘ 15 -éo \: (~15) (6) — (—10) (§) = —90 +90=0




e,

N—

——

s;w‘»////’/
nvertir matrices

' 1.9.4. Meétodo de Gauss-Jordan para i

an
unto de reglas que sirven para llegar a una conclusion.

ero de la matriz dada, al cual

¥

Algoritmo de Gauss-Jord

Se denomina algoritmo al conj
i i inaremos
1. Se elige un elemento cualquiera diferente dec le denominar
elemento pivote.
elemento pivote.

a en la que se encuentra el pivote entre ese

2. Se divide toda la fil
pcién del mismo pivote.

Se anulan todos los elementos de la columna del pivote con exce
ntos transformados, que s€ obtienen

Los restantes elementos se completan con sus eleme
a elemento el producto de 1a contra-

4.
mediante la regla del rectdngulo, es decir restando a cad
diagonal, dividido entre el pivote.
y se reitera todo

Se elige un nuevo pivote en diferente fila y columna a los pivotes anteriores

5.
el procedimiento estudiado. 8

En tal sentido, si tenemos la matriz siguiente:

[e] b
- MV
1. Elemento pivote a # 0
L G
a a a
9 | = o 2
— & 4
‘ (=N o !
\ avy
b % R A= b
g 2 .2 —— A N
a a
3| 0 |
|- i
( 1 b/a (;/a \
N 0 y—bzfa z-czxfa --- .-
\ Elementos Tra;s?ormados 1)

12



e e

i N i
e e .

i

: ' aus anr. inicialmente 5
Para encontrar la inversa de una matnz A, por el método de Gauss-Jordan, 1micia

escribe al lado la matriz identidad, es decir:

"
a matriz identidad;

5 matriz Ay se transforma, en otr :
que constituye ser

de Gauss-Jordan al ;
sforma. en otra matriz

Luego. se aplica las reglas
dad escrita en principio se tran

asimismo la matriz identi
Ja inversa de A.
Significa que:
ordenados de forma tal que

Si los elementos obtenidos transformando la matriz A, no resultan
constituyen una matriz identidad, esa identidad se logra mediante una adecuada permutacion de

filas.
Nota. En el caso de presentarse un pivote obligatorio igual a cero, s puede concluir afirmando

que la matriz dada no tiene inversa.

Ejemplo 1.17 Hallar la inversa, si existe de las siguientes matrices:

—2 3 —4'6 -9
A= 1 s Bl -258 —4

2 -3 6 S >

3 -2 -13 3 —2 15

S —6 L 34 5

Desarrollo de la inversa de A:

—-2| —3 =i ~1 — .
ARSI
==t 0| Elementos transformados de ~ Elementos transformados
6 0 0 1| los sequndos cuadros: de los terceros cuadros:
0 -5 [-1 1 7 N e, 21 3 1- Q0 -
1 —il 5 0 1 U i 2)(5) Zee] _4__m__4 G e
07 5 milm e e aEm Ny
0 5 1] -1 -~ ) - .\
5N | fo - Gle)
1 20 AT BT WO ® S B o g 1 +20 =11
0 |25 ' 0 -4 =10 1 (%)(«;4-)—‘0 < ‘1) =0
10 Bl & = B | & T —6—10=-4 5 9ED 5490 =25
0 1 0 _;E _%_8 E 0— (28 9 _ 0 (—4_)(11) -
— 3B 5| o-@w_ - T
§——f— 2 o-Gl= Lo (CO@) _ _9_§
0 1 ol-% % 2| _@0_, ol _ 5T
0 . " K 2(5) K 1 ]l ——t=al
25 20
Permutando filas.
De donde la inversa de A es:
9 _15 29
PR B
B B P
-x 0 7




